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問題：Ω ⊂ RN , N ≥ 1, を滑らかな境界 ∂Ω をもつ有界領域と
して，次のノイマン固有値問題を考える．⎧⎨

⎩
−∆φ = λ g(x)φ in Ω
∂φ

∂n
= 0 on ∂Ω

(1)

• λ > 0.

• g ∈ L∞(Ω), g > 0 on a set of positive measure.

• n は ∂Ω 上の外向き単位法線ベクトル場．∫
Ω
g(x) dx < 0 ⇐⇒

λ1(g) := inf
{ ∫

Ω |∇v|2 dx∫
Ω g(x)v

2 dx
: v ∈W 1,2(Ω),

∫
Ω
g(x)v2 dx > 0

}
> 0
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講演の目的：主張

lim
j→∞

λ1(gj) = ∞ (2)

のための {gj} の必要十分条件を求める．
背景：つぎのロジスティック境界値問題を考える．⎧⎨

⎩
−µ∆u = g(x)u− u2 in Ω
∂u

∂n
= 0 on ∂Ω

• 1/λ1(g) ≤ µ =⇒ 正値解は存在しない．
• 0 < µ < 1/λ1(g) =⇒ uµ > 0 (正値解の一意存在)

lim
µ↗1/λ1(g)

uµ = 0, lim
µ↘0

uµ = g+
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Cantrell-Cosner の結果：φ|∂Ω = 0 のもとで，

‖gj‖∞ ≤ C

を仮定する．このとき， limj→∞ λ1(gj) = ∞ であるための必

要十分条件は

lim sup
j→∞

∫
Ω
gj(x)ψ dx ≤ 0, ∀ψ ∈ L1(Ω) s.t. ψ ≥ 0. (3)

条件 (3)は次の例を含む．

(a) (gj)+ −→ 0 a.e. in Ω.

(b) Ω = (0, π) ⊂ R1, gj(x) = sin jx.
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ノイマン条件における主張 (3) に対する反例：

Ω = (0, 1) ⊂ R
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0 < k < 1 に対して，

vj(x) = −x
j

+ k , x ∈ (0, 1)

とおくとき， ∫ 1

0
(v′j)

2 dx =
1
j2
,

∫ 1

0
gj(vj)2 dx =

k(1 − k)
j2

+ o
(

1
j2

)
(j → ∞). (4)

∴ λ1(gj) ≤
∫ 1
0 (v′j)

2 dx∫ 1
0 gj(vj)2 dx

=
1

k(1 − k) + o(1)
(j → ∞).
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ノイマン条件のもとでの十分条件に関する考察：

Cantrell-Cosner の条件 (3)はノイマン条件のもとでは十分で
はない．

∫
Ω
gj dx < 0 =⇒ lim sup

j→∞

∫
Ω
gj dx ≤ 0

• lim sup
j→∞

∫
Ω
gj dx < 0 =⇒ 条件 (3) は十分．

• lim
j→∞

∫
Ω
gj dx = 0 =⇒ 反例を含む．付加条件が必要！
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定理１：問題 (1) について，
∫
Ω gj dx < 0, ‖gj‖∞ ≤ C,

lim
j→∞

∫
Ω
gj dx = 0,

lim sup
j→∞

∫
Ω
gj(x)ψ dx ≤ 0, ∀ψ ∈ L1(Ω) s.t. ψ ≥ 0, ψ �≡ Const,

のもとで，主張 limj→∞ λ1(gj) = ∞ を得るには，以下の条件

をみたすことが十分である．

lim
j→∞

‖gj‖2
q′∣∣∫

Ω gj dx
∣∣ = 0, q′ =

⎧⎨
⎩

2N
N + 2

, N ≥ 3,

1 , N = 1, 2.
(5)

cf. q′ = 2 [Saut-Sheurer ’78]
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N = 1 のときの付加条件 (5) の考察：Ω = (0, 1) ⊂ R のとき，
定理１の仮定と ∫

Ω
g+
j dx −→ 0

のもとで，∃ c > 0, 0 < ∃σ < 1 s.t.∫
Ω g

−
j dx∫

Ω g
+
j dx

≥ 1 + c

(∫
Ω
g+
j dx

)σ

, ∀j � 1 (6)

が成立するとき， limj→∞ λ1(gj) = ∞ である．

実際，

条件 (6) =⇒ lim
j→∞

‖gj‖2
1∣∣∫

Ω gj dx
∣∣ = 0, ∵ q′ = 1
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逆に，Ω = (0, 1) において

gj(x) = kj χ(aj , aj+Tj)(x) + (−mj)χΩ\(aj , aj+Tj)(x), (7)

kj ,mj > 0; 0 ≤ aj < aj + Tj ≤ 1

を考えるとき，∫
Ω
g+
j dx −→ 0

∫
Ω g

−
j dx∫

Ω g
+
j dx

≤ 1 + c

∫
Ω
g+
j dx, ∀j � 1 (8)

ならば λ1(gj) は上に有界である．
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