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Ω ⊂ RN , 滑らかな境界をもつ有界領域 (N ≥ 1),

0 < q < 1,

(
Pa, q

)


−∆u = a(x)uq in Ω,

u ≥ 0 in Ω,

∂u
∂n

= 0 on ∂Ω.

• a ∈ C(Ω) は符号変化して，
∫
Ω
a < 0.

• n は ∂Ω 上の外向き単位法線ベクトル場．
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目的： I = (0, 1) の部分集合

A := {q ∈ (0, 1) :
(
Pa,q

)
の非自明解は正値解である}

の解析を行うこと．ただし，

(Pa,q) の解 u ̸≡ 0 を非自明解といい，

解 u > 0 in Ω を正値解という．

√
もし q ≥ 1 ならば (Pa,q) は slope condition

を満たし，

非自明解 =⇒ 正値解 ！

√
0 < q < 1 かつ a が符号変化する場合 ？

3

kenu
ハイライト表示



各 q ∈ (0, 1) に対して (Pa,q) は少なくとも1つの非

自明解をもつ．

[2] C. Bandle, A. M. Pozio, A. Tesei, Exis-

tence and uniqueness of solutions of nonlin-

ear Neumann problems, Math. Z. 199 (1988),

257–278.
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例： q ∈
[
1
3, 1

)
, N = 1, Ω := (−2, 2), r := 2/(1 − q) ≥ 3.

f (x) :=
(x + 1)r

r
, p (x) := αx3 + βx2 + γx + δ,

α := −
2r−2 (r + 1)

3
, β := 2r−3 (3r + 1) ,

γ := −2r−1 (r − 1) , δ :=
2r−3

3
(
24

r
+ 5r − 13).

このとき，

C(Ω) ∋ a (x) :=


− (r − 1) rq if x ∈ [0, 1] ,

− p′′(x)
[p(x)]q

if x ∈ [1, 2] ,

a (−x) if x ∈ [−2, 0] ,

u1 (x) :=


0 if x ∈ [−2,−1] ,

f (x) if x ∈ [−1, 1] ,

p (x) if x ∈ [1, 2] ,

=⇒ u1 ∈ C2(Ω) は (Pa,q) の非自明解．
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(Pa, 1)


−∆u = a(x)u in Ω,

u ≥ 0 in Ω,

∂u
∂n = 0 on ∂Ω.

このとき，もし，正値主固有値 λ+
1 (a) が λ+

1 (a) = 1 を満たすと
き，非自明解の全体は

⟨ϕ1(a)⟩, ただし，ϕ1(a) > 0 in Ω.

√
q ∈ (1 − ε, 1) =⇒ 非自明解は正値解 ？

√
λ+
1 (a) = 1 のとき，

Γ0 := {(q, u) : q = 1, u = tϕ1(a)}

は (Pa, q) の自明解の枝．
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q: 分岐パラメータ
1O

max
Ω

u

λ+
1 (a) = 1 の場合

(1, t∗ϕ1(a))

NO

NO

Γ0

√
分岐点 t∗ が存在する．

√
分岐点 t∗ は一意的である．

√
(1 − ∃ε0, 1) において他に非自明解は存在しない．
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t∗ > 0 が一意的であることについて．

L := −∆ − a(x) を用いて，

(Pa, q)

⇕

Lu = a(x)(uq − u) in Ω,
∂u

∂n
= 0 on ∂Ω.

Φ(q, t)

:=

∫
Ω
a(x) {(tϕ1 + w(q, t))q − (tϕ1 + w(q, t)}ϕ1 = 0.

≪ 分岐方程式 ≫
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Φq(q, t)

=

∫
Ω
a(x)

(tϕ1 + w)q

log(tϕ1 + w) +

q
∂w

∂q

tϕ1 + w

 −
∂w

∂q

ϕ1.

w(1, t) ≡ 0 より，

Φq(1, t) =

∫
Ω
a (x)

(tϕ1)

log(tϕ1) +

∂w

∂q
(1, t)

tϕ1

 −
∂w

∂q
(1, t)

ϕ1

= t

∫
Ω
a (x)ϕ2

1 log(tϕ1)

= t

{
(log t)

∫
Ω
a (x)ϕ2

1 +

∫
Ω
a (x)ϕ2

1 logϕ1

}
= 0.

=⇒ t = t∗ := exp

[
−
∫
Ω a (x)ϕ2

1 logϕ1∫
Ω a (x)ϕ2

1

]
.
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=⇒ ∃qa ∈ [0, 1) s.t. (qa, 1) ⊂ A.

主張． {x : a(x) > 0} が有限個の部分領域からなると
き，A は 開 かつ 連結 である：

∃q∗a ∈ [0, 1) s.t. A =
(
q∗a, 1

)
1. q0 ∈ A =⇒

(
q0,

1
2−q0

)
⊂ A を得る．

2.
(
q0,

1
2−q0

− ∃σ0

]
⊂ A, σ0 = σ0(q0).

q1 := 1
2−q0

− σ0.

3.
(
qn,

1
2−qn

− σn

]
∈ A. 結局， 1

2−qn
−σn ↗ 1.
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