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1 行列の基礎

1.1 行列の定義

まず，行列の定義を与えよう．扱う数は実数の範囲内とする．自然数 m,n に対して，

aij (1 � i � m, 1 � j � n) を実数とするとき，

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32

...
...

am1 am2 amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

を m 行 n 列行列という．単に (m, n) 行列という．横の並びを行といい，縦の並びを列

という：

a11, a12, a13, . . . , a1n 第１行

a11

a21

a31

...

am1

第１列

aij を行列の成分という：

a11 (1, 1) 成分

a12 (1, 2) 成分

aij (i, j) 成分

行列 A を単に

A = (aij)i=1,...,m; j=1,...,n

またはより簡単に A = (aij) と書くことがある．

問題 1.1 (1) (4, 2) 行列をひとつ作れ．

(2)

A =

(
4 0 1 2

3 7 6 5

)
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の (2, 3) 成分を求めよ．

(3)

aij =
2j

i + j

のとき，

A = (aij)i=1,2,3; j=1,2

を作れ．

1.2 行列の和とスカラー倍

ここでは行列同士の和とスカラー倍を定義する．同じ大きさ1の２つの行列 A, B に対

して：

A = (aij)i=1,...,m; j=1,...,n, B = (bij)i=1,...,m; j=1,...,n

和 A + B を次で定義する．

A + B := (aij + bij)i=1,...,m; j=1,...,n

違う大きさの行列の間には和は定義されない．

例 1.1 ⎛
⎜⎜⎝

2 1

3 4

0 1

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎝

1 −1

0 1

−2 0

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

3 0

3 5

−2 1

⎞
⎟⎟⎠

行列に実数をかけ算することを行列をスカラー倍するという．実数 c を用いて

cA := (caij)

で定義される．

問題 1.2

−2

(
1 2 3

4 5 6

)

を計算せよ．

注意 1.1 行列の引き算 A − B (差) は A − B = A + (−B) で定義される．
1m, nが等しい２つの行列
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このように定義された和とスカラー倍はどのような基本的性質を持つかを見よう．

定理 1.1 (和とスカラー倍に関する法則) A, B, C は (m, n) 行列である．c, dは実数であ

る．このとき

(1) A + B = B + A 交換則

(2) (A + B) + C = A + (B + C), c(dA) = (cd)A 結合則

(3) c(A + B) = cA + cB, (c + d)A = cA + dA 分配則

注意 1.2 この定理が述べていることは実数の世界における演算から導かれる法則が行列

の演算においても同様に成立するということである．

定義 1.1 (零行列) すべての成分が 0 の行列を零行列といい，O で記す．

零行列は上記の演算の枠組みで実数の 0 (零元) の役割を持つ．

1.3 行列の積

1.3.1 導入

ここでは行列同士のかけ算を定義する．まずは (2, 2) 行列同士のかけ算を定義する．

(
a b

c d

)(
α β

γ δ

)
:=

(
aα + bγ aβ + bδ

cα + dγ cβ + dδ

)

この定義は前の行列の列の数と後ろの行列の行の数が等しいことを用いてなされている．

一般の場合はこの考え方を拡張する．すなわち，(m, n) 行列 Aと (n, �) 行列 B に対して

積 AB は定義される（A の列数と B の行数が一致）．

問題 1.3 (
2 2 1

5 3 1

)⎛⎜⎜⎝
1 2

2 4

−3 2

⎞
⎟⎟⎠

を計算せよ．
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注意 1.3 (1) 一般に (m, n) 行列 A と (n, �) 行列 B の積 AB は (m, �) 行列である．

(2) AB が定義可能であっても BAが定義可能であるとは限らない．

問題 1.4 AB が定義可能であって，BAが定義可能でない例を作れ．AB, BAが共に定

義可能な例を作れ．

問題 1.5 行列の積が定義可能な実例を挙げて実際に計算をせよ．

1.3.2 総和記号（準備）

総和記号について復習する．

1 + 2 + · · ·+ 99 + 100 =

100∑
n=1

n =

100∑
j=1

j.

1 + 3 + 5 + · · ·+ 11 =
6∑

m=1

(2m − 1) =
5∑

�=0

(2� + 1).

問題 1.6

2 + 6 + 10 + 14 + · · · + 38 =
9∑

n=0

(4n + 2).

一般に

a1 + a2 + · · · + an =
n∑

k=1

ak =
n∑

j=1

aj .

分配則：

c(
n∑

k=1

ak) =
n∑

k=1

cak.

結合則：
m∑

k=1

ak +

m∑
j=1

bj =

m∑
k=1

(ak + bk).

ダブルインデックス：

a11 + a12 + · · · + a1m =
m∑

j=1

a1j .
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和の順序交換：

a11 + a12 + · · ·+ a1n

+a21 + a22 + · · ·+ a2n

+ · · ·
+am1 + am2 + · · · + amn

=
m∑

i=1

(
n∑

j=1

aij) (i を固定して j で先に和を取る)

=

n∑
j=1

(

m∑
i=1

aij) (j を固定して iで先に和を取る)

1.3.3 積の厳密な定義

A = (aij)は (m, n) 行列，B = (bij)は (n, �) 行列とせよ．

AB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
...

am1 am2 · · · amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b11 b12 · · · b1�

b21 b22 · · · b2�

...
...

...
...

bn1 bn2 · · · bn�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

を次で定義する．AB の (1, 1) 成分 c11 は

c11 = a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1nbn1 =
n∑

k=1

a1kbk1.

AB の (2, 1) 成分 c21 は

c21 = a21b11 + a22b21 + · · ·+ a2nbn1 =

n∑
k=1

a2kbk1.

AB の (1, 2) 成分 c12 は

c12 = a11b12 + a12b22 + · · ·+ a1nbn2 =

n∑
k=1

a1kbk2.

以下同様にして，AB の (i, j) 成分 cij は

cij =
n∑

k=1

aikbkj
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で定義される．

上の定義により

AB =

(
n∑

k=1

aikbkj

)
i=1,...,m; j=1,...,�

と表記される2．

1.3.4 積の性質

行列の積が持つ性質について確認しておこう．

定理 1.2 A, B は (m, n) 行列，C は (n, �) 行列，D は (r, m) 行列として，c ∈ Rとする．

つぎが成立する．

(1) (A + B)C = AC + BC (分配則)

(2) D(A + B) = DA + DB (分配則)

(3) c (AB) = (cA)B = A (cB) (結合則)

(4) (AB)C = A(BC) (結合則)

(5) 一般に非可換である，AB �= BA.

証明 (1) を示す．A = (aij), B = (bij), C = (cij) とせよ．A + B = (aij + bij). よって

(A + B)C =

(
n∑

k=1

(aik + bik)ckj

)

=

(
n∑

k=1

(aikckj + bikckj)

)

=

(
n∑

k=1

aikckj +
n∑

k=1

bikckj

)
(結合則)

= AC + BC.

(2)は (1)に同じ．(3)については c ∈ R について

c

n∑
k=1

aikbkj =

n∑
k=1

(caik)bkj =

n∑
k=1

aik(cbkj)

により従う．

2AB が (m, �) 行列であることは直ちにわかる．
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(4) を示す．A = (aij) は (m, n) 行列，B = (bij) は (n, �) 行列，C = (cij) は (�, p) 行

列 とせよ．AB の (i, j) 成分を (AB)ij と記す．すなわち

(AB)ij =

n∑
k=1

aikbkj .

(AB)C の (i, j) 成分は

((AB)C)ij =

�∑
r=1

(AB)ircrj

=
�∑

r=1

(
n∑

k=1

aikbkr)crj

=

�∑
r=1

n∑
k=1

aikbkrcrj (分配則)

=

n∑
k=1

�∑
r=1

aikbkrcrj (順序交換)

=
n∑

k=1

aik (
�∑

r=1

bkrcrj) (分配則)

ここで
∑�

r=1 bkrcrj は BC の (k, j) 成分であるから右辺は A(BC) に等しい．

1.4 正方行列の正則性

(n, n) 行列を n 次正方行列と呼ぶ．単に正方行列と呼ぶこともある．正方行列は対角

成分を持つ．正方行列の世界が持つ固有の特徴として，上で定義した演算（和，スカラー

倍，積）について閉じていることがある．特に，A, Bが n 次正方行列ならば 積 AB, BA

は定義可能でやはり n 次正方行列になる．しかし非可換性により，一般に AB �= BA で

ある．

問題 1.7 2 次正方行列で AB = BA をみたすもの，AB �= BA をみたすものをそれぞれ

挙げよ．

n 次正方行列で対角成分がすべて 1 で，その他の成分が 0 の行列を単位行列といい，

En で表す．En は実数の中の 1 (単位元) と同じ役割を持つ，すなわち

命題 1.1 n 次正方行列 B に対して EnB = BEn = B.
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証明 ∵ E = (eij) とすると eij = δij .

(EnB)ij =
n∑

k=1

eikbkj = eiibij = bij .

BEn についても同様．

単位行列は実数の単位元 1 に相当する．1 を用いて実数の逆数が定義されるように単

位行列を用いて逆行列を定義する．A を n 次正方行列とせよ．

AX = XA = En

を満たす n 次正方行列 X が存在するとき，A を正則であるといい，X を A の逆行列と

いい，A−1 で記す．

問題 1.8 条件をみたす X はただひとつに定まることを示せ．

問題 1.9 (A−1)−1 = A を示せ．

逆行列の性質をまとめておく．

定理 1.3 A, B は n 次正方行列で正則である．このとき AB はやはり正則で

(AB)−1 = B−1A−1.

証明 X = B−1A−1 とおく．結合則から

(AB)X = (AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = En.

同様にして X(AB) = En を得る．

系 1.1 一般に Aj がすべて正則のとき，

(A1A2 · · ·Ak)
−1 = A−1

k A−1
k−1 · · ·A−1

2 A−1
1 .

問題 1.10 系を示せ．
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2 行列の基本変形

2.1 逆行列

2.1.1 行基本変形の定義

行列に対して次の３つの操作を行基本変形という．

(1) ある行の各成分に 0でない実数 c を掛ける．e.g.

(
1 2 3

4 5 6

)
2© ×2−−−−→

(
1 2 3

8 10 12

)

(2) ある行の各成分に別の行の各成分の c 倍を加える．e.g.

(
1 2 3

4 5 6

)
1© + 2© ×(−2)−−−−−−−−−−−→

(
−7 −8 −9

8 10 12

)

(3) ２つの行を入れ替える．e.g.

(
1 2 3

4 5 6

)
1© ↔ 2©−−−−−−→

(
4 5 6

1 2 3

)

同様に列に関しての (1)-(3) の操作を列基本変形という．ここで次の問題を考える．

問題 2.1 n 次正方行列を有限回の行基本変形（どの種類を何度用いても良い）で単位行

列に En に変形できるか？

その先の帰着として，

定理 2.1 そのように En に変形できるならば A は正則である．

En に変形できる正方行列の例を見よう．次は一般に掃き出し法といわれる．
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例 2.1⎛
⎜⎜⎝

1 −2 −2

3 −4 −2

2 −1 1

⎞
⎟⎟⎠

2© + 1© ×(−3)−−−−−−−−−−−→

⎛
⎜⎜⎝

1 −2 −2

0 2 4

2 −1 1

⎞
⎟⎟⎠

3© + 1© ×(−2)−−−−−−−−−−−→

⎛
⎜⎜⎝

1 −2 −2

0 2 4

0 3 5

⎞
⎟⎟⎠ (1, 1) 成分を軸とした第一列の掃き出し

2© ×1/2−−−−−−→

⎛
⎜⎜⎝

1 −2 −2

0 1 2

0 3 5

⎞
⎟⎟⎠

1© + 2© ×2 and 3© + 2© ×(−3)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛
⎜⎜⎝

1 0 2

0 1 2

0 0 −1

⎞
⎟⎟⎠

3© ×(−1)−−−−−−−→

⎛
⎜⎜⎝

1 0 2

0 1 2

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

1© + 3© ×(−2) and 2© + 3© ×(−2)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

E3 に変形できた．

問題 2.2 次の行列を上の要領で E3 に変形せよ．⎛
⎜⎜⎝

2 1 1

3 1 2

1 1 −1

⎞
⎟⎟⎠

2.1.2 基本行列

行基本変形は行列の積を通して表現される．まず例を見よう．
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例 2.2 (
0 1

1 0

)(
1 2

3 4

)
=

(
3 4

1 2

)
=⇒ 1© ↔ 2©

(
3 0

0 1

)(
1 2

3 4

)
=

(
3 6

3 4

)
=⇒ 1© ×3

ここで (
0 1

1 0

)
,

(
3 0

0 1

)

を基本行列といい，行基本変形は基本行列を左から掛けることで表現される．

基本行列の作り方を見よう．基本行列は En をそれぞれ行基本変形することで得られ

る．簡単のため，E3 で行う．

(1) 1© ×c (c �= 0)： ⎛
⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠→

⎛
⎜⎜⎝

c 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ =: M(1; c)

問題 2.3 ⎛
⎜⎜⎝

1 0 0

0 −3 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞
⎟⎟⎠ = ...

(2) 2© + 1© ×c： ⎛
⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠→

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0

c 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ =: A(2, 1; c)

問題 2.4 ⎛
⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 4

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞
⎟⎟⎠ = ...

(3) 1© ↔ 2©： ⎛
⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠→

⎛
⎜⎜⎝

0 1 0

1 0 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ =: P (1, 2)

11



問題 2.5 ⎛
⎜⎜⎝

1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞
⎟⎟⎠ = ...

次に基本行列の性質を見よう．

定理 2.2 基本行列はすべて正則である．

証明 最初に M(i; c) について見よう．例えば En について

M(1; 1/c)M(1; c)En = M(1; c)M(1; 1/c)En = En

であるからである．ここで c �= 0が本質的に重要である．

次に A(i, j; c)について見よう．

A(2, 1; c) A(2, 1;−c)En = A(2, 1;−c) A(2, 1; c)En = En

であるからである．

最後に P (i, j)については

P (2, 1)P (1, 2)En = En

であるからである．

以上のことから正方行列 Aが行基本変形で En になることを数学的に確立しておく．

定理 2.3 n 次正方行列 A が行基本変形により A →→→ · · · → En であるとは，それぞ

れ対応する基本行列 Bk (k = 1, 2, . . .m)が存在して

BmBm−1 · · ·B2B1A = En

となることである．

さて，Bk はすべて正則である．したがって

P := Bm · · ·B1

も正則であり，PA = En を満たす．さらに

AP = P−1P (AP ) = P−1(PA)P = En.

よって A の逆行列を求めることができた．

問題 2.6 実際に例 2.1 の行列に対して逆行列を基本行列の積で表せ．
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2.1.3 逆行列の存在のため条件

定理 2.4 (標準形) n 次正方行列 Aは「行基本変形」と「列交換」により，つぎの２つの

いずれかに変形できる．これらを標準形と呼ぶ．

(1) En =

⎛
⎜⎜⎝

1
. . .

1

⎞
⎟⎟⎠ 単位行列

(2)

(
Er ∗
O O

)
, Er は r 次の小単位行列

注意 2.1 (1) 小単位行列 Er に次数 rを Aの rank (ランク)という．r = rank Aと書く．

(2) 標準形が En の場合には rank A = n と理解する．

(3) rankは変形の仕方に依らず一通りに決まる（一意性）．

(4) 標準形が En の場合には，A は行基本変形のみで En に変形可能である．

問題 2.7 注意 2.1 (4) について，なぜそうなのかを考えよ3．

例 2.3 列交換が必要な場合を挙げる．⎛
⎜⎜⎝

1 2 1

0 0 1

0 0 3

⎞
⎟⎟⎠

問題 2.8 標準形を求めよ． ⎛
⎜⎜⎝

2 2 3

1 1 1

1 1 3

⎞
⎟⎟⎠

さて，定理 2.3により，標準形が En の場合には A は正則である（A−1 が存在する）．

一方，En ではない場合には次の結果が成立する．

定理 2.5 定理 2.4において，タイプ (2) の標準形の場合，A は正則ではない．

3列交換が必要なのは，ある列において，ある行番号以下のすべての成分が零になるときである．これら
零成分は以後の行変形において不変であるので，決して単位行列になることはない．
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証明 まず，タイプ (2) の標準形自身，正則ではない．実際，

A =

(
Er ∗
O O

)

とおいて，AX = En が成立すると仮定すれば第 n 行において矛盾が生じる．

さて，定理は背理法により示される．仮に Aは正則であるとして，しかし行変形と列

交換により

A →→ · · · →
(

Er ∗
O O

)

であるとする．これは，定理 2.4により，ある n 次正則行列 Pj , Qj が存在して

Pk · · ·P1AQ1 · · ·Q� =

(
Er ∗
O O

)

であることを意味する．ただし，次のことに注意．例として，(
1 2

3 4

)(
0 1

1 0

)
=

(
2 1

4 3

)

にあるように「列交換」とは「基本行列を右から掛けること」を意味する．積の正則性の

保存から

B := Pk · · ·P1AQ1 · · ·Q�

は正則であるが，先に示したように，右辺は正則ではない．以上で矛盾が導けた．

2.1.4 逆行列の計算方法

実際，逆行列は定理 2.4により，基本行列の積を求めることによって得られる．が，一

般にそれを実行することは計算上多大な苦痛を伴う．そこで次のような発想でより容易に

逆行列を求めることを考える．定理 2.5により Aが正則であることは

A →→ · · · → En (行変形) ⇐⇒ PA = En (P は対応する基本行列の積)

目的は P を求めることである．そこで同じ変形を En に対して行うと

En →→ · · · → X ⇐⇒ PEn = P

となって X = P であることがわかる．以上から次を得た．
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定理 2.6 n 次正方行列 Aに対して，(n, 2n) 行列 (A En)を作り，これをAが 標準形 En

になるように変形していく：

(A En) →→ · · · → (En P )

このようにして得られた P が A−1 である．このとき，もし途中で列交換が必要になった

り，A →→ · · · → En にならない場合は A は正則ではない．

問題 2.9 つぎの行列の逆行列を求めよ．

(1)

⎛
⎜⎜⎝

1 3 −5

−2 −5 7

2 4 −3

⎞
⎟⎟⎠

(2)

⎛
⎜⎜⎝

3 2 −3

2 2 −3

5 2 −4

⎞
⎟⎟⎠

2.2 連立方程式

2.2.1 係数行列

ここでは行列の基本変形の応用として，連立方程式の解法を学ぶ．まず次の結果は定理

2.4 の一般の行列への拡張である．

定理 2.7 (標準形２) (m, n) 行列 A は行基本変形と列交換により，次の４つの行列（標

準形）に帰着される．

(1)

⎛
⎜⎜⎝

1
. . .

1

⎞
⎟⎟⎠ 正方行列の場合

(2)

(
Er ∗
O O

)

(3)
(

Em ∗
)
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(4)

(
En

O

)

さて，１次連立方程式を考える．⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x + 2y + 3z = 1

4x + 5y + 6z = −1

7x + 8y + 9z = −3

３元１次連立方程式 (2.1)

のタイプ，一般には⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

n 元１次連立方程式 (2.2)

方程式 (2.1)に対して

A =

⎛
⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞
⎟⎟⎠ 係数行列

A′ = (Ab) =

⎛
⎜⎜⎝

1 2 3 1

4 5 6 −1

7 8 9 −3

⎞
⎟⎟⎠ 拡大係数行列

と呼ぶ．一般の方程式 (2.2)に対しても同様に定義される．

問題 2.10 次の拡大係数行列から決まる連立方程式を作れ．

A′ =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 −1 2 3

4 1 0 1 0

−1 3 1 2 −1

⎞
⎟⎟⎠

2.2.2 基本変形と解集合の関係

１次連立方程式を解くことは行列の行基本変形と密接な関係がある．まずは簡単な例で

このことを説明する．
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例 2.4 次の連立一次方程式を考える．

x + y = 1

2x − 3y = 1

通常，この方程式を解くにはある未知数を消去することにより行う．つまり，第一式を２

倍：2x + 2y = 2. 第２式を片々引くと，5y = 1. ゆえに y = 1/5. これを第一式に代入し

て x = 4/5. この解法において，「第一式を２倍」，「片々引く」という操作がそれぞれ，第

一行を２倍，はきだしという行列の基本変形に対応する．

次のことが成立する．

定理 2.8 (解集合不変) 拡大係数行列 A′ にある行基本変形を行って B′ とするとき，B′

で定まる連立方程式 と A′ で定まる連立方程式の解集合は不変である．

問題 2.11 実際に (2.1)においてこの定理を検証せよ．

注意 2.2 さらに，係数行列の列を交換する場合には，交換に対応する未知数を交換して

拡大係数行列を方程式に読み替えれば解集合はやはり不変である．

(A b)
行変形，A の列交換−→ (A′ b′) 行変形，A′ の列交換−→ (A′′ b′′) −→ · · · −→ (標準形 b̃)

=⇒ 解集合不変

2.2.3 標準形に対する解の表示

したがって，次の方針で方程式の解法を考える：

”拡大係数行列の係数行列のパートを標準形にせよ”

問題 2.12 次の連立方程式の係数行列を標準形にすることにより解を求めよ．⎧⎪⎨
⎪⎩

x + 2z = 2
4x − y + 5z = 1
−2x + y + 3z = 4

定理 2.7 から４つのタイプの解表示が得られればすべての連立方程式を解くことがで

きる．
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解の存在と非存在について考える．係数行列を標準形にしたとき，次の形になった．

(A b) →→ · · · →

⎛
⎜⎜⎝

1 0 3 1

0 1 1 1

0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎠

方程式に直すと ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x + 3z = 1

y + z = 1

0 = 3

矛盾である．これより

定理 2.9 rankA = rank(A b) ならば，またそのときに限り解は存在する．

b = 0のとき，同次方程式という．同次方程式は常に解をもつ．実際，未知数がすべて

0は一つの解である．

続いて，解の表示について考える．４つの標準形に対する解表示を行う．列交換は行わ

れないと仮定する．

(i) タイプ (1) の場合．

(A b) →→ · · · →

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 1

0 1 0 −1

0 0 1 3

⎞
⎟⎟⎠

方程式に直すと ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x = 1

y = −1

z = 3

(ii) タイプ (2) の場合．

(A b) →→ · · · →

⎛
⎜⎜⎝

1 0 −1 4

0 1 2 1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

このとき，z = t とおくと ⎧⎨
⎩x = t + 4

y = −2t + 1
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よって ⎛
⎜⎜⎝

x

y

z

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

t + 4

−2t + 1

t

⎞
⎟⎟⎠ = t

⎛
⎜⎜⎝

1

−2

1

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎝

4

1

0

⎞
⎟⎟⎠ （ tは実数）

(iii) タイプ (2) の場合，その２.

(A b) →→ · · · →

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 −3 1

0 1 −4 −1 −1

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

このとき，z = t, w = s とおくと ⎧⎨
⎩x = −t + 3s + 1

y = 4t + s − 1

よって ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x

y

z

w

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−t + 3s + 1

4t + s − 1

t

s

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1

4

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ s

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3

1

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

問題 2.13 次の拡大係数行列を解表示せよ．

(1)

⎛
⎜⎜⎝

1 0 4 −1

0 1 −3 1

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

(2)

(
1 0 3 1 4

0 1 −1 0 2

)

(3)

⎛
⎜⎜⎝

1 0 3

0 1 5

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

(4)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 4 −1 3 1

0 1 0 1 2 1 −1

0 0 1 6 0 5 0

0 0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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問題 2.14 次の連立方程式を解け．

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x + y − z = −2

2x + 3y − 4z = −9

x + 2y − 3z = −7

(2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x + 2y + 3z = 1

2x − 2y + 3z = −1

x − 2y + 5z = 2

(3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

3x − 3y − z = 1

−2x + y + bz = −1

2x + 5y − 3z = a

解が存在するための (a, b) の条件を求めよ．そのときの解を表示せよ．

2.2.4 連立方程式の解集合の構造

連立方程式 (A b)は行列の積を用いて Ax = bと表すことができる．b = 0のとき同次

方程式という．b �= 0 のとき非同次方程式という．

同次方程式の場合，rankA = rank(A 0) であるから常に解をもつ．実際 x = 0 は解で

ある．同次方程式の場合には 0 以外にどれだけ解をもつかを知ることが重要である．

では，非同次方程式の場合はどうか？非同次方程式のある解を x1 としたとき次の結果

が成り立つ．

定理 2.10 (A b) のすべての解 x は

x = x0 + x1, x0 は同次方程式の解

と表現できる．

つまり，非同次方程式の解全体の広がりは同次方程式の解全体の広がりと同じである．

問題 2.15 連立方程式 ⎛
⎜⎝

1 2 3 1
4 5 6 −2
7 8 9 −5

⎞
⎟⎠

について定理の結果を確かめよ．
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3 行列式

3.1 はじめに

ここでは行列の行列式について学ぶ．以下，n 次正方行列のみを扱う．n = 2 の場合：

A =

(
a b

c d

)

行列式は

|A| = ad − bc

で定義される．|A| �= 0 のとき，かつそのときに限り A の逆行列は

A−1 =
1

|A|

(
d −b

−c a

)

で与えられる．さて，それでは

”n ≥ 3についてはどうだろうか？”

ここでの目的は次の２点である．

• 一般の n 次正方行列の行列式の定義を与え，その計算を行う．

• 行列の正則性と行列式に関係について調べる．

言い換えると n = 2 の上記の結果を”n ≥ 3 に拡張”することを目的とする．

3.2 順列（行列式の定義の準備として）

1 から n までの自然数の組 (1, 2, . . . , n) を長さ n の順列という．同じ長さの順列の中

で，数の並ぶ順番が違えば異なる順列と認識される，例えば (1, 2, 3) �= (1, 3, 2) である．

今，順列 (2, 3, 1)を２つの数の入れ替え（置換）の繰り返しにより (1, 2, 3)にすることを

試みる．(1, 2, 3) を基本順列と呼ぶ．例えば，

(2, 3, 1) → (1, 3, 2) → (1, 2, 3).

このとき順列の符号という概念を入れる．長さ nの順列 σが偶数回の置換により (1, 2, . . . , n)

なるとき

sign σ = 1
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と定義し，奇数回の置換による場合，

sign σ = −1

と定義する．厳密には，k 回の置換により (1, 2, . . . , n)になる場合に

sign σ = (−1)k

と定義する．

例 3.1 sign (2, 3, 1) = 1.

注意 3.1 置換の仕方に依らず順列の符号は一意的に定まる．

問題 3.1 次の順列の符号を決定せよ．

(1) (2, 1)

(2) (3, 2, 1)

(3) (2, 4, 1, 3)

(4) (5, 1, 2, 3, 4)

長さ n の順列の全体を Sn で表す．

例 3.2

S3 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1)}

問題 3.2 S2, S4 を実際に書き下せ．

一般に Sn は n! (n の階乗) 個の元から成る．

3.3 行列式の定義

ここでは行列式の定義を行う．n 次正方行列 A = (aij)i,j=1,...,n に対して行列式 |A| (ま

たは det A) は次で与えられる．

|A| =
∑

(p1,...,pn)∈Sn

sign (p1, . . . , pn)ap11ap22 · · ·apnn.
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例 3.3 n = 2 の場合は

|A| =
∑

(p1,p2)∈S2

sign (p1, p2)ap11ap22

= sign (1, 2)a11a22 + sign (2, 1)a21a12

= a11a22 − a21a12.

問題 3.3 n = 3 の場合を実際に書き下せ4．

一般に行列式 |A|は n! 個の和で与えられる．しかしながら実際にこの定義に従って計

算を行うことは多大な労苦を伴う．なぜなら，n! 個の和を計算することは nが大きくな

れば非常に大変なことであるからだ．そこで，以下，行列式が満たすべき性質を導き出

し，それらを上手く援用することで計算を容易に行えるようにしよう．

3.4 行列式の性質

3.4.1 行列式の次数を下げる

次の定理が出発点となる．

定理 3.1 ∣∣∣∣∣ B O

∗ ann

∣∣∣∣∣ = ann|B|.

証明 n = 3 で証明を行う．示すべきは∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0

a21 a22 0

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a33

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
である．行列式の定義 (n = 3)において：

|A| =
∑

(p1,p2,p3)∈S3

sign (p1, p2, p3)ap11ap22ap33

今，a13 = a23 = 0 であることから，p3 について p3 = 3 のみが生きる．よって a33 は和

4これをサラスの方法という
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について無関係であるから∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0

a21 a22 0

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(p1,p2,3)∈S3

sign (p1, p2, 3)ap11ap22a33

= a33

∑
(p1,p2,3)∈S3

sign (p1, p2, 3)ap11ap22

さらに，sign (p1, p2, 3) = sign (p1, p2) は自明で，(p1, p2, 3)がすべてを動くとき，(p1, p2)

もすべてを動き，逆もまたそうであるので∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0

a21 a22 0

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a33

∑
(p1,p2)∈S2

sign (p1, p2)ap11ap22.

注意 3.2 この定理では，与えられた行列式の計算を次数を下げて計算できる点が重要で

ある．

例 3.4 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0

4 5 0

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 9

∣∣∣∣∣ 1 2

4 5

∣∣∣∣∣ = 9(5 − 8) = −27.

3.4.2 転置行列の行列式

続いて，行列の転置についての性質を述べる．行列の転置とは次で定義される．一般の

(m, n) 行列 A = (aij)について，B = (bij)が A の転置行列であるとは B は (n, m) 行列

であって，bij = aji を満たすときをいう．これを tA と表す．

例 3.5

t

⎛
⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

1 4 7

2 5 8

3 6 9

⎞
⎟⎟⎠

正方行列の場合には，対角成分を軸に対称に入れ替えて作る．

t

(
1 2 3

4 5 6

)
=

⎛
⎜⎜⎝

1 4

2 5

3 6

⎞
⎟⎟⎠
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一般の場合は，１列，２列，・・・が１行，２行，・・・，そして１行，２行，・・・が１列，２

列，・・・に変わる．

転置行列の性質をまとめておこう．

定理 3.2 (1) t(tA) = A.

(2) t(A + B) = tA + tB.

(3) t(cA) = ctA, c ∈ R.

(4) t(AB) = tBtA.

(5) 正方行列 Aが正則ならば tA も正則で

(tA)−1 = t(A−1).

証明 (1)から (3)は自明である．(4)を示すA = (aij)は (m, n) 行列，B = (bij)は (n, �)

行列である．AB の (i, j) 成分を (AB)ij と書くと，

(AB)ij =

n∑
k=1

aikbkj .

転置の定義から

(t(AB))ij =

n∑
k=1

ajkbki.

一方，右辺について，

(tA)ij = aji, (tB)ij = bji

であるから，

(tBtA)ij =
n∑

k=1

(tB)ik(
tA)kj =

n∑
k=1

bkiajk.

よって示された．

問題 3.4 性質 (5) を検証せよ．

転置行列と行列式の間には次の結果が成立する．

定理 3.3 (転置に関する行列式の不変性) 正方行列 A = (aij)について

|tA| = |A|

が常に成り立つ．
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証明 tA の (i, j) 成分を (tA)ij と書く．(tA)ij = aji.

|tA| =
∑

(p1,p2,p3)∈S3

sign(p1, p2, p3)(
tA)p11(

tA)p22(
tA)p33

=
∑

(p1,p2,p3)∈S3

sign(p1, p2, p3)a1p1a2p2a3p3

ここで，a1p1a2p2a3p3 をかけ算の入れ替えを行って，aq11aq22aq33 と表示する．

a1p1a2p2a3p3 = aq11aq22aq33

何回入れ替えを行うかを考えると，順列 (p1, p2, p3) が基本順列 (1, 2, 3) になる置換の回

数と同じ．これを k 回とする．このとき，(q1, q2, q3)も k 回で (1, 2, 3)になることがわか

る．すなわち，

sign(p1, p2, p3) = sign(q1, q2, q3)

(p1, p2, p3)と (q1, q2, q3)はただ一つに対応して，(p1, p2, p3)が S3 を動くとき，(q1, q2, q3)

も S3 を動くので

∑
(p1,p2,p3)∈S3

sign(p1, p2, p3)a1p1a2p2a3p3 =
∑

(q1,q2,q3)∈S3

sign(q1, q2, q3)aq11aq22aq33 = |A|

が従う．

この結果から次のことが直ちに従う．

系 3.1 ∣∣∣∣∣ B ∗
O ann

∣∣∣∣∣ = ann|B|.

問題 3.5 この系の結果を導け．

例 3.6 ∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 2

3 2 3

0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−3)

∣∣∣∣∣ 4 1

3 2

∣∣∣∣∣ = −15.

注意 3.3 (行列式についての列と行の伝播性) 定理 3.3により，列に関する性質はすべて

行についても成立する．
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3.4.3 列ベクトル表示

さて，n 次正方行列 A = (aij) を列ベクトル表示する．

A = (a1, a2, . . . , an). 行列の列ベクトル表示

例えば

A =

⎛
⎜⎜⎝

1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎞
⎟⎟⎠

ならば

a1 =

⎛
⎜⎜⎝

1

4

7

⎞
⎟⎟⎠ , a2 =

⎛
⎜⎜⎝

2

5

8

⎞
⎟⎟⎠ , a3 =

⎛
⎜⎜⎝

3

6

9

⎞
⎟⎟⎠

である．列ベクトルを用いて行列式を見ると，

|a1, a2, · · · , an| =
∑

(p1,...,pn)∈Sn

sign (p1, . . . , pn)ap11ap22 · · ·apnn.

列番号が左右綺麗に対応する．

命題 3.1 (1) 多重線形性が成り立つ．

|a1, . . . , λaj + µb, . . . , an| = λ|a1, . . . , aj , . . . , an| + µ|a1, . . . , b, . . . , an|.

(2) 列の置換を行うと行列式の符号が反転する．

|a1, . . . , aj, . . . , ak, . . . , an| = −|a1, . . . , ak, . . . , aj, . . . , an|.

証明 (1) n = 3 の場合を示す．

|a1, a2 + b, a3| =
∑

(p1,p2,p3)∈S3

sign (p1, p2, p3) ap11(ap22 + bp2)ap33

” + ” を２つに分けると結果を得る．

α ∈ Rについて，|a1, αa2, a3| も同様．
(2)

|a1, a3, a2| =
∑

(p1,p2,p3)∈S3

sign (p1, p2, p3) ap11ap23ap32.
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ap11ap23ap32 を並べ替えて

ap11ap23ap32 = ap11ap32ap23

とするとき，(p1, p2, p3) を１回置換すると (p1, p3, p2) になるので，

sign (p1, p2, p3) = −sign (p1, p3, p2).

(p1, p2, p3)が S3 を動くとき，(p1, p3, p2)も S3 を動く．よってこの ”−”が反転を与える．

この命題から導かれる結果を列挙しよう．

注意 3.4 (1) 命題 3.1 (2)から同一の列ベクトルを２本もつ行列式は 0である．

|a1, . . . , aj, . . . , aj, . . . , an| = 0.

(2) これと命題 3.1 (1) より，列に関する掃き出しは行列式の値を変えない：

|a1, . . . , aj + λak, . . . , an| = |a1, . . . , aj, . . . , an|.

(3) 定理 3.3から行について同じ命題が成立する．

さて，以上の性質を用いて行列式の計算は実行される．例えば∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 1

3 −1 5 6

4 1 3 0

1 1 2 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1

−3 −13 5 6

4 1 3 0

7 13 2 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1, 4) 成分を軸とした第１行の掃き出し

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 13 2 −6

−3 −13 5 6

4 1 3 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第１行と４行の交換

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 13 2

−3 −13 5

4 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
命題 3.1
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= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−45 13 −37

49 −13 44

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
(3, 2) 成分を軸とした第３行の掃き出し

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−45 −37 13

49 44 −13

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
第２列と３列の交換

= (−45 · 44 + 37 · 49) = −167.

例 3.7 A = (a1, a2, a3)は３次正方行列で |A| = 3である．このとき，次の行列式を計算

する．

(1) |a3, 5a2,−a1|
(2) |a2, a1 + a3, a2 − a1|
(3) |2a2 + a3, 3a3 + a1, 4a1 + a2|
(1), (2) は線形性と列の入れ替えによる．(3) も和の線形性を用いるが，同じ列が２つ

並ぶと行列式が零になるので，異なる index から成るものだけを choice すればよい．す

なわち，(2, 3, 1) と (3, 1, 2).

3.4.4 積の行列式

一方で，行列の正則性との関係では次の結果が意味がある．行列の積に関して次の性質

が成り立つ．

定理 3.4 n 次正方行列 A, B について，|AB| = |A||B|.

注意 3.5 (1) 行列式の記号に | · | を用いるのはこの性質による．
(2)これにより，Aが正則ならば行列式 |A| �= 0が従う．実際，Aが正則ならば AX = En

(単位行列) をみたす X が存在するが，|AX| = |En| = 1 であり，|AX| = |A||X |である
ので，|A| �= 0が従う．
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証明 n = 3 のときを証明する．

AB =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

⎞
⎟⎟⎠

= A(b1, b2, b3)

= (Ab1, Ab2, Ab3). （AB の列ベクトル表示）

Ab1 = A

⎛
⎜⎜⎝

b11

0

0

⎞
⎟⎟⎠+ A

⎛
⎜⎜⎝

0

b21

0

⎞
⎟⎟⎠A

⎛
⎜⎜⎝

0

0

b31

⎞
⎟⎟⎠

= b11A

⎛
⎜⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎟⎠ + b21A

⎛
⎜⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎟⎠+ b31A

⎛
⎜⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎟⎠

= b11a1 + b21a2 + b31a3, A = (a1, a2, a3).

同様にして

Abj = b1ja1 + b2ja2 + b3ja3

を得るので

|AB|
= |b11a1 + b21a2 + b31a3, b12a1 + b22a2 + b32a3, b13a1 + b23a2 + b33a3|

が従う．ここで和に関する線形性を用いるが，同じ列が並ぶと行列式は零になるので，

|AB| =
∑

(p1,p2,p3)∈S3

|bp11ap1, bp22ap2, bp33ap3|

が従う．再び実数倍に関する線形性を用いて

|AB| =
∑

(p1,p2,p3)∈S3

bp11bp22bp33|ap1 , ap2 , ap3 |.

ここで |ap1, ap2, ap3| について列の入れ換えを行い，|a1, a2, a3| にする．k 回で完了した

とすると，

|ap1 , ap2 , ap3| = (−1)k|a1, a2, a3|.
一方，このことは，順列 (p1, p2, p3)について

(p1, p2, p3) →→ · · · → (1, 2, 3) （k 回で）
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と同値であり，これは

sgn(p1, p2, p3) = (−1)k

を与える．以上から

|AB| =
∑

(p1,p2,p3)∈S3

bp11bp22bp33 sgn(p1, p2, p3)|a1, a2, a3|

= |a1, a2, a3|
∑

(p1,p2,p3)∈S3

sgn(p1, p2, p3)bp11bp22bp33

が従う．

問題 3.6 |A| = 5, |B| = 3 のとき，次の行列式を計算せよ．

(1) |A2|
(2) |A−1|
(3) (AB)−1

(4) |B−1AB|

3.5 余因子展開

3.5.1 定義

ここでは行列式の計算の簡略化と，行列の正則性と行列式の関係を確立するために，行

列の余因子という概念を導入する．以下，話は n = 3 に限って行うが，それは一般の n

次正方行列の場合にも並行して成り立つ．

3 次正方行列

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎟⎠

について 3 次正方行列 A の (1, 1) 成分 a11 の余因子 ã11 を次で定義する．

ã11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
ただし，右辺の行列式は A の (1, 1) 成分 a11 を含む行と列を除いた小行列の行列式であ
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る．同様にして，成分 a23 の余因子 ã23 は次で定義される5．

ã23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣ a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣ .
問題 3.7 3 次正方行列 A のすべての成分に対して余因子を定義せよ．

注意 3.6 一般の n 次正方行列について同様にして余因子は定義される．

問題 3.8 (1) 行列 ⎛
⎜⎜⎝

1 0 1

2 1 3

1 −1 −3

⎞
⎟⎟⎠

のすべての成分の余因子を計算せよ．

(2) 行列 ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

のすべての成分の余因子を計算せよ．

行列式は余因子を用いて次のように与えられる．

定理 3.5 (余因子展開) 3 次正方行列 A = (aij) について

|A| = a11ã11 + a21ã21 + a31ã31 (第一列の展開)

|A| = a11ã11 + a12ã12 + a13ã13 (第一行の展開)

同様にして，すべて列，行で展開可能である（余因子展開）．

例 3.8 (余因子展開を用いた計算例)∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

2 0 5

4 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2(−1)1+2

∣∣∣∣∣ 2 5

4 −3

∣∣∣∣∣ (第２列の展開)

= −2(−6 − 20) = 52.

5右辺の行列式は a23 を含む行と列を除いた小行列の行列式である．
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証明 (余因子展開の証明) 第一列の展開について証明する．残りは全く同様にできる．第

一列について線形性を用いて |A| を n 個の行列式の和で表す．

|A| = a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 · · · a1n

0
...

...
...

...
...

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 · · · a1n

1
...

...
...

...
...

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+ an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 · · · a1n

0
...

...
...

...
...

1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
右辺の行列式はそれぞれ順に ã11, . . . , ãn1 となる．実際，行と列の交換を繰り返し行い，

1 成分を (n, n) 成分の位置に持ってくると，定理の結果を得る．一般に ãij はつぎのよう

に導かれる． ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

B11
... B12

0

· · · 1 · · ·
0

B21
... B22

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n−j(−1)n−i

∣∣∣∣∣ B11 B12

B21 B22

∣∣∣∣∣

= (−1)2n−(i+j)

∣∣∣∣∣ B11 B12

B21 B22

∣∣∣∣∣
= (−1)i+j

∣∣∣∣∣ B11 B12

B21 B22

∣∣∣∣∣
= ãij

問題 3.9 定理の証明を厳密に行え．

3.5.2 余因子行列と正則性

さて，行列の正則性と行列式の関係を完結しよう．余因子展開の結果から従うつぎの系

は重要である．

系 3.2 ある列（resp. 行）の成分と別の列（resp. 行）の余因子の積の和は常に零である．

例えば

0 = a12ã11 + a22ã21 + a32ã31 (第２列の成分と第１列の余因子)
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0 = a11ã31 + a12ã32 + a13ã33 (第１行の成分と第３行の余因子)

証明 第一列の展開を書くと∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11ã11 + a21ã21 + a31ã31

余因子は第１列の成分を使わずに与えられるから，右辺において，第１列の成分 a11, a21, a31

の代わりに第２列の成分を置くと∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 a12 a13

a22 a22 a23

a32 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a12ã11 + a22ã21 + a32ã31.

左辺は行列式には同じ列が第一，第二に並ぶので，これは零である．よって示せた．一般

に定理の主張が成り立つ．

注意 3.7 余因子展開は「同じ列の成分と余因子の積の和は |A|である」という主張．

3 次正方行列 A = (aij)について

t

⎛
⎜⎜⎝

ã11 ã12 ã13

ã21 ã22 ã23

ã31 ã32 ã33

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

ã11 ã21 ã31

ã12 ã22 ã32

ã13 ã23 ã33

⎞
⎟⎟⎠ = Ã

を Aの余因子行列という．Ãと A の積の計算を行うと余因子展開と系 3.2の列に関する

結果から

ÃA =

⎛
⎜⎜⎝

ã11 ã21 ã31

ã12 ã22 ã32

ã13 ã23 ã33

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

|A| 0 0

0 |A| 0

0 0 |A|

⎞
⎟⎟⎠

を得る．AÃ については行に関する結果を用いると同じ主張を得る．すなわち，

ÃA = AÃ = |A|E3.

もし |A| �= 0 ならば両辺に 1/|A| を掛けることで

(
1

|A|Ã)A = A(
1

|A|Ã) = E3

を得る．以上からつぎの結果を導くことができた．
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定理 3.6 (正方行列の正則性の特徴付け) n 次正方行列 A について，A が正則であるた

めの必要十分条件は |A| �= 0 を満たすことである．そして，|A| �= 0 のとき，A の逆行列

A−1 は次の公式で与えられる．

A−1 =
1

|A|Ã, ただし，Ã は A の余因子行列

注意 3.8 n = 2 の場合，A = (aij) の逆行列を与える公式は

A−1 =
1

a11a22 − a12a21

(
a22 −a12

−a21 a11

)

であることが知られている．定理の結果はこの結果を含む．

問題 3.10 このことを検証せよ．

3.5.3 クラメルの公式

余因子行列を用いた逆行列の表示を，応用例として挙げる．次の３元一次連立方程式を

考える： ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

積の性質を利用して，

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎟⎠ , x =

⎛
⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎜⎝

b1

b2

b3

⎞
⎟⎟⎠

とおくと，

Ax = b

と表示できる．このとき，方程式の解を与える公式を次のように得る：

定理 3.7 A を n 次正方行列とせよ．さらに |A| �= 0 とせよ．このとき A を係数行列と
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する連立方程式 Ax = b の解は次の公式で与えられる．特に n = 3 とすると

x1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
|A| （分子の行列式は第一列を bに置き換えたもの）

x2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
|A| （分子の行列式は第二列を bに置き換えたもの）

x3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
|A| （分子の行列式は第一列を bに置き換えたもの）

証明 A は正則だから

(x =)A−1Ax = A−1b.

ここで

A−1 =
1

|A|Ã, （Ã は A の余因子行列）

であるので

x =
1

|A|Ãb

が従う．Ãb を書き下すと

Ãb =

⎛
⎜⎜⎝

ã11 ã21 ã31

ã12 ã22 ã32

ã13 ã23 ã33

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

b1

b2

b3

⎞
⎟⎟⎠

となり，第一成分は

b1ã11 + b2ã21 + b3ã31

なので 第一列を bに置き換えた |A| の第一列のおける余因子展開である．よって

b1ã11 + b2ã21 + b3ã31 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
が従う．x2, x3 についても同様である．
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例 3.9 連立方程式 ⎧⎨
⎩4x + 8y = −13

−3x + 11y = 4

を解く．

x =

∣∣∣∣∣ −13 8

4 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 4 8

−3 11

∣∣∣∣∣

y =

∣∣∣∣∣ 4 −13

−3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 4 8

−3 11

∣∣∣∣∣
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